Ondas Mecanicas

Maria Teresa Malachevsky

1. ;Qué es una onda?

Todos somos conscientes de que las ondas nos rodean: ondas de luz que
salen de la lampara de la habitacién donde estamos, ondas de sonido de
la radio que estamos escuchando, microondas que nos estan calentando el
café. Ahora, ;qué son las ondas? O mejor dicho, ;qué hace que todas estas
cosas sean ondas?

Cuando una onda viaja se transmite energia e impulso. Esta carac-
teristica es lo que define a un fenémeno ondulatorio: una onda permite que
haya transporte de energia de un punto a otro sin que haya transporte de
materia. Esto es muy distinto a lo que pasa al pegar una patada a una pe-
lota. En este caso transportamos energia hacia otro punto con transporte
de masa: la energia va con la pelota. Con las ondas estamos transportando
energia e impulso sin que haya un transporte de masa.

Vamos a estudiar un tipo particular de ondas llamadas ondas mecani-
cas. Estas se describen como una perturbacién que viaja por un medio de
un punto a otro del mismo, siendo el medio una sustancia o material que

lleva a la onda. Las ondas sonoras son ondas mecdanicas, el sonido via-
ja por el aire (el medio) que estd en nuestra habitacién. Cuando tocamos
la guitarra, las vibraciones de las cuerdas (el medio) también son ondas
mecénicas. Toda onda que necesite de un medio para poder propagarse va
a ser una onda mecdanica. Si consideramos que el medio esta formado por
un conjunto de particulas, cada una de ellas interactida con sus vecinas y
asi la perturbacién viaja. Cada particula que compone el medio se desplaza
temporariamente y vuelve a su posicién original después que pasa la onda.
El punto donde se introduce la perturbacién, o sea el lugar donde ocurre
el primer desplazamiento de particulas, es llamado fuente de la onda. La
superficie que contiene a todas las particulas del medio que son alcanzadas
por la perturbacién en un mismo instante se llama frente de onda. Cuando
esa superficie es un plano, la onda se denomina onda plana. En particular,
vamos a estudiar ondas periddicas. En este caso cada particula del medio
efectiia un movimiento periédico alrededor de su posicién de equilibrio.

Hay otros tipos de ondas que NO son mecanicas, como las electro-
magnéticas (luz, radio, rayos x, microondas). Estas no necesitan un medio
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para propagarse y pueden hacerlo en el vacio, donde no hay particulas que
se muevan.

2. ;Como se describe una onda?

Para describir una onda tenemos que determinar su amplitud, longitud
de onda, frecuencia y periodo.

La amplitud de una onda se mide desde la posicion de reposo de una
particula del medio hasta la posicién de desplazamiento maximo de la mis-
ma. Imaginemos una onda como una ola en el mar. La amplitud estaria
dada por la altura de la cresta de la ola.

La longitud de onda representa cuanto mide en longitud un ciclo
completo, en nuestro ejemplo la distancia entre dos crestas de olas conse-
cutivas.

Frecuencia y periodo son dos cantidades diferentes a pesar de estar rela-
cionadas. La frecuencia es cuantas veces las particulas del medio hacen un
ciclo de vibracién completo por unidad de tiempo cuando una onda pasa a
través de el. El periodo es el tiempo que tarda una particula del medio en
hacer un ciclo de vibracién completo (o sea, el tiempo que tarda la onda en
recorrer una distancia igual a la longitud de onda). La frecuencia se refiere
a cuan seguido pasa algo, mientras que el periodo se refiere al tiempo que
tarda ese algo en pasar. Matematicamente, el periodo 7 es la inversa de la
frecuencia v y viceversa:

T=1/v

También podemos determinar la velocidad de onda, esto es la distan-
cia que viaja un cierto punto de la onda (por ejemplo la cresta de una ola)
en un dado periodo de tiempo. OJO: no confundir con cuanto viaja una
particula del medio, éstas se quedan en su lugar después que pasa la onda.
Mientras la frecuencia nos da el nimero de ciclos que ocurren por segun-
do, la velocidad de la onda se refiere a los metros recorridos por segundo.
Asi una onda puede tener una muy alta frecuencia y una velocidad muy
baja y viceversa. La velocidad y la frecuencia estan relacionadas a través
de la longitud de onda:

v = AV

El nimero de onda es proporcional a la inversa de la longitud de onda
y nos indica la cantidad de picos (maximos de amplitud) que tenemos por
unidad de longitud. Mateméticamente lo escribimos:

_27r w

k

A v

3. Clasificacién de las ondas mecanicas segin su
movimiento

Una forma de clasificar las ondas mecdanicas es segin la direccién en
la que se mueven las particulas del medio respecto a la direccién en que
viaja la onda. As{ tenemos 3 tipos de ondas: transversales, longitudinales
vy mixtas.

Una onda es transversal si las particulas del medio se desplazan en
una direccién perpendicular a la direcciéon en que viaja la onda. Podemos
generar una onda de este tipo en una soga, moviendo hacia arriba y ha-
cia abajo uno de los extremos. Repitiendo este movimiento, sin cambiar la
velocidad ni el desplazamiento de la mano, estamos generando una onda
transversal periédica que viaja por la cuerda. Si tomamos una foto de la
soga (o sea congelamos el movimiento), veremos la situacion de la figura 1.

Crestas

Valles
Figura 1. Onda transversal viajando por una soga.

La linea punteada corresponde a la posicién de reposo que tenia la soga
antes de que moviéramos la mano. Después que introducimos la pertur-
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bacion, las particulas de la soga comienzan a vibrar hacia arriba y hacia
abajo, con un movimiento sinusoidal. Fijense que las particulas que consti-
tuyen el medio se estdn desplazando con un movimiento arménico simple.
Los puntos A y B son las crestas o picos de esta onda y corresponden a
los maximos desplazamientos en la direccién positiva. Ese desplazamiento
maximo es lo que llamamos amplitud de la onda. Los puntos C y D son los
valles y corresponden al maximo desplazamiento en la direcciéon negativa.
Los puntos como el E, F, G y H cuya posicién coincide con la de reposo se
llaman nodos. Para determinar la longitud de onda tenemos que medir la
distancia entre dos puntos equivalentes en dos ciclos consecutivos. Podemos
entonces considerar la distancia entre dos crestas adyacentes y determinar
la longitud de onda midiendo la distancia entre los puntos A y B (o en-
tre dos valles midiendo la distancia entre los puntos C y D). En las ondas
transversales podemos definir un plano de polarizacién de la onda, que es
el plano en el cudl ocurre la perturbacién (el plano en el que movemos la
mano hacia arriba y hacia abajo en el caso de la soga). Decimos entonces
que las ondas transversales estan polarizadas en un plano.

Compresion

TR

Expansion

Figura 2. Onda longitudinal viajando por un resorte.

Una onda longitudinal es aquella en la cudl las particulas del medio
se mueven en una direcciéon paralela a la direccién en la que la onda se
propaga, o sea paralela a la direccién en la que se transporta la energia.
Supongamos que tenemos un resorte apoyado sobre una mesa muy lisa (sin
rozamiento). Si tomandolo de un extremo hacemos un movimiento horizon-
tal hacia adelante y hacia atras repitiéndolo en forma regular, generamos
una onda longitudinal. El resorte se movera hacia adelante y hacia atras
en direcciéon horizontal, comprimiendo y descomprimiendo las espiras que

vibraran longitudinalmente (otra vez con movimiento arménico simple). En
la figura 2 mostramos que veriamos si tomamos una foto para congelar el
movimiento.

Hay regiones en que las espiras estdn mdas juntas (compresién) y otras
en las que estdn mas separadas (expansion, enrarecimiento o rarefaccién).
Una zona de compresiéon en una onda mecanica longitudinal, es una zona
del medio que tiene mayor densidad (en este caso hay més espiras de resor-
te por unidad de longitud). Una zona de expansién (o enrarecimiento, o
rarefaccién) del medio, por el contrario, tiene menor densidad (en este caso
hay menos cantidad de espiras por unidad de longitud). En el caso de las
ondas sonoras, donde el medio es gaseoso, las variaciones de densidad estan
asociadas a variaciones de presiéon del gas. Entonces las zonas de compre-
sién son zonas de alta presién y las zonas de expansiéon de baja presién.
En la figura 2, los puntos A, C y E representan zonas de compresién y
los puntos B, D y F zonas de expansién. Una onda longitudinal tiene un
patron alternado de crestas y valles. Una onda longitudinal tiene un patrén
alternado de compresiones y rarefacciones. Para determinar la longitud de
onda vamos a medir la distancia entre dos ciclos de compresién adyacentes
o entre dos ciclos de expansién adyacentes. Midiendo la distancia entre los
puntos A y C (o B y D) tenemos la longitud de onda de nuestra onda
longitudinal.

Las ondas que viajan por un medio sélido (como una soga o un resorte)
pueden ser transversales o longitudinales. Sin embargo las ondas que viajan
por un medio fluido, como un gas o un liquido, son siempre longitudinales.
Las ondas transversales necesitan de un medio relativamente rigido para
poder viajar. Al introducir una perturbacién, debido a la fuerte interaccién
que existe entre las particulas, cada particula que se desplaza ”tira” de sus
vecinas y el movimiento se va propagando. En un fluido las particulas solo
pueden empujarse entre si. Esta caracteristica de los liquidos y gases impi-
de que una particula desplace a su vecina en una direcciéon perpendicular
al transporte de energia y el tinico movimiento posible es el de una onda
longitudinal.

Hay ondas que son longitudinales y transversales al mismo tiempo, las
ondas mixtas. Esto ocurre por ejemplo con las ondas que viajan por
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la superficie del agua, como cuando tiramos una piedra en agua calma.
Cuando pasa la onda, las particulas describen un movimiento circular en el
sentido de las agujas del reloj. Adema&s de subir y bajar (desplazamientos
transversales), las particulas presentan pequenios movimientos paralelos y
antiparalelos a la direccién de propagacion de la onda (desplazamientos lon-
gitudinales). Los movimientos transversales son posibles gracias a la ayuda
de la tension superficial de las particulas de la superficie del agua que estan
en contacto con el aire. El radio de los circulos disminuye a medida que
nos internamos en el agua, alejandonos de la superficie (donde ya habiamos
visto que no podemos tener una onda transversal).

4. FEcuacion de onda

Para describir el movimiento de una perturbaciéon que viaja por un me-
dio a velocidad constante utilizamos la ecuacién de onda. Esta relaciona
la velocidad de las particulas del medio con su aceleracion. La ecuacién de
onda para una onda plana que viaja en la direccion & a una velocidad v es:

0%y 1 0%y
oz~ 02 02

La funcién y(z,t) se llama funcién de onda e indica la posicién de
la perturbacién en el espacio y en el tiempo. La variable y representa el
desplazamiento de la posicién de equilibrio de las particulas del medio al
pasar la onda. Esta expresion para la ecuacion de onda se utiliza tanto para
ondas mecanicas como para ondas electromagnéticas.

Volvamos al ejemplo de una onda transversal viajando por una soga en
la direccién de las x positivas para un dado ¢, como se muestra en la figura
3. En la ecuacién de onda podemos ver que la aceleraciéon de un elemento
de la cuerda (%) esté relacionada con la curvatura del mismo. Si el punto

de la soga que estamos considerando esta sobre una regién céncava hacia

9%y

Ox2
Si estamos observando una zona céncava hacia abajo de la soga, entonces

arriba, entonces la ( ) > 0 y el vector aceleracién apunta hacia arriba.

2
(%) < 0 y el vector aceleraciéon apunta hacia abajo. En los puntos de
inflexién, la derivada segunda es nula y la cuerda estd en reposo (nodos).

—
v,=0 )
Al a,=-w A
V,=W A
Vay » %
v, v v,=-WA
ay=0 ay ay:O
ay=w2A
. Ww=0 S
A

Figura 3. Onda periédica transversal: médulo y direccion de la velocidad y
aceleracién de la onda en distintos puntos para un dado tiempo.

La solucion de la ecuacién de onda para una onda periddica transversal
sinusoidal que viaja en la direccién & es:

y(z,t) = Asen(kx — wt + P)

donde kx—wt+ @ es la fase de la onda y @ es la constante de fase que vamos
a tomar igual a 0 por comodidad. Dos ondas estan en fase si ejecutan el
mismo movimiento al mismo tiempo. Si la onda viaja en la direccién —z,
se reemplaza el — por un +.
De alli podemos sacar la expresion para la velocidad de las particulas
del medio y para su aceleracién:
Ay

vy(x,t) = i —wA cos(kx — wt)

_ &y _ 2 _ 2
ay(w,t) = —5 = —w Asen(kr — wt) = —w7y
ot
Volvemos a ver que el vector aceleracién apunta hacia abajo en las re-
giones de y > 0. En la figura 3 se indica hacia donde apuntan la velocidad
y la aceleracion de las particulas al pasar la onda segtn la zona de la soga
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que estemos considerando. En las crestas y los valles la velocidad es nula y
la aceleracién alcanza sus valores extremos. En los nodos la aceleracién es
nula y la velocidad alcanza sus valores extremos.

Esta solucién particular se puede escribir en varias formas equivalentes
utilizando las relaciones entre los parametros que describen a una onda:

y(a,t) = Asen(kz — wit) = AS@H{QI(% — vt)} = Asen{27r (§ — E)}

T

4.1. Forma general de la ecuacién de onda

Hasta ahora estuvimos analizando ondas que se propagaban en una
Unica direccién, o sea ondas unidimensionales. Para representar a la per-
turbacién que viajaba a velocidad v segin la direccién del eje x habiamos
definido una funcién de onda que dependia de la posicion y del tiempo
y(@, ).

A veces necesitamos poder describir una onda que se propaga en mé&s
de una direccién. Por ejemplo, si queremos describir el movimiento de la
membrana del timpano al vibrar necesitamos describir una oscilaciéon en
dos dimensiones. Para poder describir una onda que se propaga en 3 di-
mensiones, nuestra funcién de onda debe depender de x,y, z y del tiempo:
U(z,y, z,t). Escribimos entonces la ecuacién de onda en 3 dimensiones:

0*v L, (0% 9%V 9V .
oz " <6x2+8y2+8z2 -\

Para una onda que se propaga en una direccion arbitraria en el es-
pacio definimos el vector de propagacién o vector de onda k =
ke + kyy + k.2 y el vector posiciéon 7 = x& + yy + 22. El vector de
onda k tiene el médulo del niimero de onda k = 27” y apunta en la direc-
cién de propagacién de la onda. La solucién para una onda plana periédica
sinusoidal en 3 dimensiones es entonces:

U(z,y,2,t) = Asen(wt — k.7 + @)

5. Ondas en una cuerda ideal

5.1. Derivacién de la ecuacion de onda

Vamos a ver como obtener una descripcion del movimiento de una onda
plana transversal que viaja por una soga ideal utilizando la segunda ley de
Newton. Por soga ideal entendemos que es tan finita que no consideramos
su espesor al hacer las cuentas y tan flexible que copia exactamente la for-
ma de la onda que viaja por ella. Tomemos un elemento de soga cualquiera,
de longitud Az y veamos las fuerzas que actiian sobre éste. Como el peso
del trocito de soga es muy pequeno lo despreciamos y las tinicas fuerzas que
actuian son las tensiones aplicadas por el resto de la soga a ambos extremos
del elemento que estamos considerando.

y

T

X X + AX X

Figura 4. Tensiones que actiian sobre un elemento de soga por la que viaja una
onda transversal.

Al plantear las sumatorias de las fuerzas segiin z y segun y nos quedan
estas dos ecuaciones:
YF, =T5cos 8 — T cosa =may
YF, =Tysen 3 —Tisena = may

La aceleracién a, va a ser cero para una onda transversal. Esto nos
permite definir una tension horizontal constante 1" actuando sobre la soga:
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Tocos=Ticosa=T

La tinica componente no nula de la aceleracién es ay, que es igual a
2
la %. Cémo la densidad lineal de masa es u = m/L, el elemento de so-
ga tendrd una masa igual a uAx. Con estas consideraciones, la ecuacién

proveniente de hacer la sumatoria de fuerza segin y queda:

2
Tosenf — Ty sena = pAx ((897532/>

Si ahora dividimos miembro a miembro esta ecuacién por T' queda:

- o2

Thsenff  Tisena  pAx 0%y
ThcosB Ticosae T

Esto es:

pAz [ 0%y
tan 8 — tana = T <W>

Para calcular las tangentes de o y 3 basta con calcular las pendientes
del pedacito de soga en ambos extremos:

tana = % = f(z)
x T
0
tanﬁza—i R = f(z + Az)
T+Ax

Reemplazando esto en la ecuacién y pasando de término al Az nos
queda la siguiente relacién:

fle+Ax) = fx)  p (3231)

Az ST\ o

El elemento de soga que tomamos es muy pequeno, tanto como quera-
mos, 0 sea que lo que nos interesa en nuestros calculos es tomar el limite

cuando éste tiende a cero. Entonces el miembro de la izquierda de la ecua-
ciéon queda:

flz + Az) = f(x) _ Of(x) _ (82y>

I — I e
Arlo Ax oz 0x2

Igualando al miembro de la derecha nos queda una relacién entre deri-

vadas segundas de y:
Py\ _u (2
ox2) T\ o2

Esta expresién no es otra cosa que la ecuacién de onda, donde la velo-

cidad de la onda esta dada por v = %

5.2. Ondas viajeras y ondas estacionarias

Las ondas en una soga ideal se pueden clasificar en dos tipos segtn las
condiciones de contorno en las que se encuentra:

1. onda viajera, es una perturbacion que se propaga libremente por un
medio hasta el momento en que sufra algtin tipo de interaccién (como
llegar a una pared o encontrarse con otra onda viajando en direccién
contraria). Las ondas transversales y longitudinales que estudiamos
son ondas viajeras. La solucion de la ecuacién de onda tiene la forma:

y(z,t) = Asen{?(mivt}}

2. onda estacionaria, cuando esta confinada a una regién del espacio.
Este es el caso de las cuerdas de una guitarra: tienen los dos extremos
fijos. La solucion en este caso es:

y(z,t) = Asen(wyt) sen (T)
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Vamos a sustituir esta ultima expresion directamente en la ecuacion de
onda para ver que es una solucién y sacar alguna informacién interesante.
Primero calculamos ambos miembros de la ecuacién en derivadas parciales:

0%y n?n? nwx
ﬁ =A 72 Sen(wnt) sen <L)

BOY [y o nmz
Toe = TAwn sen(wyt) sen( 7 >

Para que estas dos expresiones sean iguales se debe cumplir que:

Esta igualdad nos indica cuales son las frecuencias permitidas para una
onda estacionaria en una cuerda:

Tnrm nv
Wy = ET = Vnzi n=123,..

Para n =1 la frecuencia es v; = v/2L. En este caso la longitud de onda
A es 2L (recordar que la velocidad de la onda estd dada por la relacién
v = Av). Tenemos entonces el modo fundamental de vibracién, que es
aquel en el cudl la longitud de onda es el doble de la longitud de la cuerda.
Esta es la frecuencia mas baja a la cudl puede vibrar la cuerda y como
corresponde al valor n = 1 también se conoce como primer arménico. Una
cuerda ideal vibrard en su frecuencia fundamental més todos sus arménicos
(todos los n posibles). En la figura 5 se muestra la forma de onda para los
tres primeros armonicos.

fundamental o primer armonico

segundo armonico

tercer armoénico

oo}

L

Figura 5. Modos de vibracién de una cuerda.

En el caso de ondas estacionarias, los nodos no cambian de posicién
en el tiempo. En esos puntos las particulas del medio no se desplazan de
su posicién de equilibrio en ningin momento. Mateméaticamente lo pueden
ver analizando para que valores de x la funciéon de onda y es nula. Esto
ocurre cuando sen (%) = 0, y es independiente del tiempo. Utilizando
la relacién que encontramos entre L y v,, los puntos que no se desplazan
estaran ubicados en las posiciones que cumplan la condicion:
nwr 27w mA
T—T:mﬂ = :c:7 con m=20,1,2,...

Calculamos las posiciones de los nodos distintos de z = 0 ubicados en
la cuerda para los tres primeros arménicos, como se muestra en la figura 5:

n=1=A=2L = nodosen x:%:L
n=2=A=L = nodosen x:%:%, r=A=1L
n:S:)\:% = nodos en x:%:%, a;:)\:%, x:%:L

Al pulsar las cuerdas de la guitarra cada una de ellas vibra con una
frecuencia diferente, segun la longitud, la tension y la masa de la misma.
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Vimos que la frecuencia y la velocidad estdn relacionadas de modo que

v x v/L. A su vez, la velocidad estd relacionada con la tensién, longitud y

T

masa de la cuerda: v = /T Entonces la frecuencia v serd proporcional

a \/g Vemos que para obtener una frecuencia mas baja tenemos que
disminuir la tensién, aumentar la masa o la longitud de la cuerda. Por eso
las tres primeras cuerdas de la guitarra, que corresponden a las frecuencias
mas bajas, estan recubiertas de metal para aumentar la masa de las mis-
mas. Si acortamos una cuerda de la guitarra presionando con el dedo en un
traste, se logra que una cuerda vibre a una mayor frecuencia. Esto se utiliza
para afinar la guitarra, poniendo a vibrar 2 cuerdas a la misma frecuencia.
Por comparacién auditiva se va aumentando o disminuyendo la tensién de
una de ellas hasta lograr que las dos ondas estacionarias generadas tengan
la misma frecuencia. Para subir una octava la frecuencia fundamental de
una cuerda (esto equivale a multiplicar por 2 la frecuencia de vibracién)
hay que aumentar 4 veces la tensién de la cuerda.

6. Energia y potencia transmitidas

Continuando con el ejemplo de una onda transversal plana que viaja
por una soga, consideremos otra vez un diferencial de soga como el que se
muestra en la figura 6. Vamos a suponer que por la soga viaja una onda
periédica que se desplaza en la direccién de las x positivas y que su mo-
vimiento estd dado por y = Asen(kx — wt). Para calcular la energia que
transporta la onda debemos calcular por un lado la energia cinética debida
al movimiento de la soga y por el otro la energia potencial debida a que la
soga se estiré. Estamos suponiendo que no tenemos disipacion de energia
(por ejemplo por calentamiento).

La energia cinética de un elemento de soga de masa pudx que se mueve
a una velocidad % vendra dada por:

2
dK = %(,u,d:c) (%g) = %(udw)(Aw)z cos?(kx — wt)

Al pasar la onda, la longitud del diferencial de soga cambia de dx a dl.

La energia potencial del elemento de soga vendra dada por el trabajo que
hace la tensién de la soga para estirarla:

dU = T(dl — dx)

A
dy

dx

Figura 6. Elemento de soga estirado hasta una longitud dl.

En la figura 6 se ve que podemos expresar al dl como +/dz? + dy?, y la
energia potencial queda:

2
dU = Tdzx 1+<6y> -1
ox

Ahora, la cantidad que se estira la soga es muy pequena, por lo cual
la pendiente de la soga % también lo serd. Podemos entonces calcular el
valor de la raiz cuadrada haciendo un desarrollo de Taylor alrededor de
0. Tenemos la funcién f(z) = V1 + 22 con z = % =~ 0. Su desarrollo de

Taylor alrededor de O es:

2

()= 1) + [0z + (05 + ...

Quedandonos con los términos hasta segundo orden tenemos:

1
V1id22 =1+ 222

2

oy 27 1 /0y\?
1+ (5) =145 (5)

Reemplazamos esto en la expresion de la energia potencial del elemento
de soga:

O sea:
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AU = 114 <8y>2 L (Tdn) (k4)? cos?(kx — wi)
— — x| — = — X r — W
2 Ox 2
Habiamos visto que la velocidad de onda en una cuerda es v2 = T/u y
que el nimero de onda es k = w/v. Si reemplazamos estas relaciones en la
expresion de la energia potencial, encontramos que dK = dU. Entonces la

energia total que transporta el elemento de soga sera:
dE = dK + dU = 2dK = 2dU = (pdz)(Aw)? cos? (ka — wt)

La potencia de una onda sera la energia transmitida por unidad de
tiempo P = dFE/dt. Si tenemos en cuenta que la onda viaja una distancia
dx en un tiempo dt a una velocidad v, vemos que dx = vdt y la potencia
sera:

P = uwA%w? cos? (kx — wt)

Esta expresién nos da el valor de la potencia en funcién de la posicién y
del tiempo. En general se utiliza un promedio de muchos ciclos, la potencia
promedio P. La media del cos? es 1/2 y tenemos que:

— 1
P= §MA2w2v

Vemos que la cantidad de energia que transporta una onda esta rela-
cionada con el cuadrado de la amplitud y de la frecuencia de la misma.

7. Un consejo...

No tomen este apunte como tnico material de estudio de ondas. Hay
temas que no estan aqui, como superposicién de ondas, que estan muy bien
explicados en los textos de las referencias. La idea es que estudien utili-
zando cualquier texto de la bibliografia recomendada (jo el que tengan a
mano!) y usen el apunte como ayuda para entender los temas y ver el nivel
requerido para el examen.
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